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一个具有无限多吸引子共存的新混沌系统的

动力学分析及其电路实现∗
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摘　 要:提出了一个新的具有超多稳定性的三维连续自治混沌系统ꎬ该系统仅有 ２ 个非线性项. 对系统的耗散性、平衡点的

稳定性进行了定量分析ꎬ并利用分岔图、Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数、彭加莱截面和吸引子相图分析了系统参数以及初值对其动力学行为

的影响. 在参数固定的情况下ꎬ分析初值变化的分岔图ꎬ得到了无限多种共存吸引子. 通过采用模拟开关电子元件设计实现了

该系统ꎬ同时运用 Ｍｕｌｔｉｓｉｍ 软件仿真了该系统的混沌电路. 结论证明电路仿真与数值仿真结果一致.

关键词:混沌系统ꎻ共存吸引子ꎻ超多稳定性ꎻ电路设计

中图分类号:ＴＮ４０１　 　 　 　 文献标识码:Ａ　 　 　 　 文章编号:１００５－９４９０(２０２１)０１－００６２－０５

　 　 自从 １９６３ 年发现 Ｌｏｒｅｎｚ 混沌吸引子以来[１]ꎬ各
种新混沌系统不断被发现和研究ꎬ如 １９９９ 年陈关荣

教授等人[２]提出的 Ｃｈｅｎ 系统ꎬ２００２ 年吕金虎教授等

人[３]提出的 Ｌü 系统、２００４ 年刘崇新教授等人[４]提出

的 Ｌｉｕ 系统以及其他的扩展混沌系统[５－６]ꎮ 近年来ꎬ
研究发现ꎬ许多的混沌系统具有共存吸引子特性ꎬ即
多稳定性[７－９]ꎮ 具有多稳定性的混沌系统比一般混

沌系统具有更大的不确定性ꎬ在信息加密和保密通信

等领域具有极高的应用价值[１０－１１]ꎮ 特别是 ２０１６ 年包

伯成教授等人[１２]在一个忆阻电路中发现了超级多稳

定性现象ꎬ即在确定的混沌系统中存在无限多个吸引

子共存特性ꎮ 此后ꎬ超级多稳定性现象在各种混沌系

统中被陆续发现和研究[１３－１６]ꎮ 本文提出了一个新的

三维连续混沌系统ꎬ该系统仅含有 ２ 个非线性项ꎬ不
仅具有一般混沌系统的特性ꎬ重要的是其能够表现出

丰富的超多稳定性ꎬ即在确定的参数情况下ꎬ不同的

初始值能够得到无限多种不同的混沌吸引子ꎮ 同时

为了在实际工程中更好地应用此系统ꎬ设计了系统的

实现电路并进行了仿真实验ꎬ实验结果验证了数值仿

真的正确性ꎮ
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１　 新的三维混沌系统

新系统动力学方程为:
ｘ̇＝ａ(ｙ－ｘ)

ｙ̇＝ ｂ(ｘ－ｙ)＋ｃｘｓｉｎ( ｚ)

ｚ̇＝ｄ－ｘｙ
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(１)

式中:ｘꎬｙꎬｚ 为 ３ 个系统状态变量ꎬａꎬｂꎬ ｃꎬｄ 为 ４
个正的系统参数ꎬｘｓｉｎ( ｚ)和 ｘｙ 为 ２ 个非线性项ꎮ

当参 数 ａ ＝ １ꎬ ｂ ＝ ０ . ５ꎬ ｃ ＝ １２ꎬ ｄ ＝ ０. ３ꎬ 初 值 为

(２ꎬ２ꎬ２) 时ꎬ系统具有双翼混沌吸引子ꎬ如图 １
( ａ) 、( ｂ)所示ꎬ图 １( ｃ)为 ｙ ＝ ０ 时的 ｘ－ ｚ 彭加莱

截面ꎬ可以看出彭加莱截面为不规则的分段曲

线ꎬ说明此时系统处于混沌状态ꎮ 图 １ ( ｄ) 为系

统 ３ 个变量随时间变化的时序图ꎬ可以看出产生

的序列具有无周期性ꎬ进一步证明此时系统处于

混沌状态ꎮ

图 １　 混沌吸引子相图

２　 新系统的动力学分析

２.１　 耗散性

通过对系统(１)中 ３ 个非线性方程等式分别求

偏导ꎬ可以得到系统的散度为:

∇Ｖ＝ ∂ｘ̇
∂ｘ

＋∂ｙ̇
∂ｙ

＋∂ｚ̇
∂ｚ

＝ －ａ－ｂ＝ －(ａ＋ｂ) (２)

显然ꎬ当 ａ>０ 且 ｂ>０ 时ꎬ∇Ｖ恒小于 ０ꎬ系统(１)
是耗散的ꎮ 在此条件下ꎬ系统以指数形式收敛 ｄｖ / ｄｔ
＝ｅ－(ａ＋ｂ)ꎬ这意味着ꎬ当 ｔ 趋于无穷大时ꎬ系统轨线上

每一个小体积元收敛到 ０ꎬ系统的轨迹逐渐趋于一

个有界的吸引子ꎮ
２.２　 平衡点稳定性

令系统(１)等式右边等于 ０ꎬ可以得到系统的平

衡点状态方程如下:
ａ(ｙ－ｘ)＝ ０
ｂ(ｘ－ｙ)＋ｃｘｓｉｎ( ｚ)＝ ０
ｄ－ｘｙ＝ ０

ì

î
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ïï

(３)

解平衡方程(３)可以得到无限多个系统平衡

点ꎬ如下所示:

Ｐ＝{(ｘ∗ꎬｙ∗ꎬｚ∗) ｜ ｘ∗ ＝ ｙ∗ ＝ ± ｄ ꎬｚ∗ ＝ ｋπ} (４)
式中:ｋ＝ ０ꎬ±１ꎬ±２ꎬ±３ꎬ±４ꎬ􀆺ꎮ 计算系统 Ｊａｃｏｂｉ 矩
阵为:

ＪＰ ＝
－ａ ａ ０

ｂｃｓｉｎ( ｚ) －ｂ ｃｘｃｏｓ( ｚ)
－ｙ －ｘ ０
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(５)

所有平衡点 Ｐ均有以下特征方程:
｜λＥ－ＪＰ ｜ ＝λ３＋(ａ＋ｂ)λ２＋(ａｂ＋ｃｄｃｏｓ( ｚ∗))λ＋

２ａｃｄｃｏｓ( ｚ∗)＝ ０ (６)
显然ꎬ对于所有正参数ꎬ基于劳斯稳定性判定定

理ꎬ系统(１)的所有平衡点均具有不稳定性特性ꎮ
２.３　 参数对系统特性的影响

当保持系统参数 ａ＝ １ꎬｂ ＝ ０.５ꎬｃ ＝ １２ 不变ꎬ初值

分别设为(２ꎬ２ꎬ２)和(２ꎬ２ꎬ－２)ꎬ系统随参数 ｄ 变化

的分岔图如图 ２ 所示ꎬ其中纵坐标为 ｘ变量最大值ꎮ
在图 ２ 中ꎬ紫色表示初值(２ꎬ２ꎬ２)条件下系统产生

的分岔结果ꎬ蓝色表示初值(２ꎬ２ꎬ－２)条件下系统产

３６
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生的分岔结果ꎮ 从图 ２ 可以发现ꎬ随着参数 ｄ 从 ０
开始正向增大ꎬ系统动力学轨迹通过正向倍周期分

岔路径从周期行为快速进入到混沌状态ꎬ直到 ｄ ＝
０.６４ꎮ 需要指出的是ꎬ在此混沌区间内系统存在少

数窄周期窗特性ꎮ 随后系统又开始从混沌行为反向

倍周期分岔进入周期行为ꎬ并在 ｄ ＝ ０.７６ 时通过切

分岔路径快速演变为混沌行为ꎮ 随着 ｄ的进一步增

大ꎬ系统再次通过反向倍周期分岔途径在 ｄ ＝ １.１ 时

进入到周期状态ꎬ随后系统保持周期状态稳定不变ꎮ
此外ꎬ从图 ２ 中还可以明显的观察到两个特点:一是

系统的混沌吸引子幅度与 ｄ 密切相关ꎻ二是在部分

ｄ的取值范围内存在共存吸引子现象ꎮ 为了进一步

证实系统(１)的参数变化特性ꎬ图 ３ 给出了初值(２ꎬ
２ꎬ２)条件下ꎬ系统随参数 ｄ 变化的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

谱ꎬ当 ｄ 在(０.１ꎬ０.６４)与(０.７４ꎬ１.１)范围内ꎬ系统

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数分布为( ＋ꎬ０ꎬ－)ꎬ根据李雅普诺夫指

数判定定理ꎬ说明系统是混沌的ꎮ 从图 ３ 可以看出ꎬ
系统在 ｄ∈(０ꎬ０. １)ꎬｄ∈(０. ６５ꎬ０. ７３)ꎬｄ∈(１. ２ꎬ
１.５)ꎬ区间内以及 ｄ ＝ ０.４ꎬｄ ＝ ０.４６ꎬｄ ＝ ０.５９２ 时ꎬＬｙａ￣
ｐｕｎｏｖ 指数分布为(０ꎬ－ꎬ－)ꎬ说明系统是周期的ꎮ
Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱所表现的系统动力学状态分布与

分岔图基本一致ꎮ
在 ＭＡＴＬＡＢ 中设置时间步长为 ０.０１ꎬ最大时长

为 ２ ０００ꎬ新系统对于参数 ｄ取不同值所得到的混沌

吸引子相图如图 ４ 所示ꎮ 由图可看出:当 ｄ ＝ ０.２ 时ꎬ
系统产生了一个双翼混沌吸引子ꎻ当 ｄ ＝ ０.８ 时ꎬ系统

产生了一个 ４ 翼混沌吸引子ꎻ当 ｄ＝０.８５ 时ꎬ系统产生

了一个 ６ 翼混沌吸引子ꎻ当 ｄ＝１.０２ 时ꎬ系统产生了一

个共存的双翼混沌吸引子ꎮ 该新系统在不同参数值

下产生了不同的混沌吸引子ꎬ特别是在 ｚ 方向上分离

产生了多翼吸引子ꎬ具有复杂的动力学行为ꎮ

图 ２　 参数 ｄ 分岔图

图 ３　 参数 ｄ Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱

图 ４　 新系统在不同 ｄ 值时混沌吸引子相图

２.４　 初值对系统特性的影响

尽管混沌系统对变量的初始值具有高度敏感

性ꎬ但大部分的系统在不同的初值下ꎬ运行轨迹最后

都收敛到有限个吸引子上ꎬ而对于不同初始值导致

４６
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系统运行轨迹收敛到无限个不同的吸引子上的现象

被称为共存无限个吸引子现象ꎬ或称超多稳定性

行为ꎮ
分析发现ꎬ当固定参数 ａ ＝ １ꎬｂ ＝ ０.５ꎬｃ ＝ １２ 和

ｄ＝ ０.３ꎬ初值 ｘ(０)＝ ２ꎬｙ(０)＝ ２ 保持不变ꎬ在不同的

初值 ｚ(０)条件下ꎬ新系统(１)能够产生无限多种混

沌吸引子共存现象ꎬ即新系统具有超多稳定性ꎮ 如

图 ５ 所示ꎬ当 ｚ(０)分别设置为－２πꎬ０ꎬ２πꎬ４πꎬ６πꎬ
８π时ꎬ对应的混沌吸引子分别为紫色ꎬ红色ꎬ绿色ꎬ
黄色ꎬ浅蓝色和深蓝色吸引子ꎮ

图 ５　 初值 ｚ(０)影响下的共存混沌吸引子

保持系统参数不变ꎬ图 ６ 给出了系统(１)随初

值 ｚ(０)变化的分岔图ꎮ 由图 ６ 可知ꎬ对于更多不同

的 ｚ(０)值ꎬ系统(１)能够产生更多的共存混沌吸引

子ꎮ 它进一步说明了新系统中无限多个混沌吸引子

共存现象的客观存在性ꎮ 此外ꎬ如果设置参数 ａ ＝
１ꎬｂ＝ ０.５ꎬｃ ＝ １２ꎬｄ ＝ １.２ꎬ同样取不同的初值 ｚ(０)为
－２πꎬ０ꎬ２πꎬ４πꎬ６πꎬ８πꎬ系统(１)能够产生无限多个

共存周期吸引子ꎬ如图 ７ 所示ꎮ

图 ６　 系统随 ｚ(０)变化的分岔图

图 ７　 初值 ｚ(０)影响下的共存周期吸引子

３　 电路设计与仿真

混沌系统的电路实现对于实际工程应用具有根

本的重要性[１７－１８]ꎮ 利用模拟运算放大器ꎬ模拟乘法

器ꎬ正弦信号转变器以及电阻、电容对系统(１)进行

电路设计与实现ꎮ 图 ８ 给出了系统的电路图ꎮ 系统

状态变量 ｘꎬｙꎬｚ 通过 ３ 个积分器的输出电压表示ꎮ
基于基尔荷夫电路定律ꎬ系统电路的等效电路方

程为:
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比较系统参数与电路元件ꎬ参数 ａ ＝ Ｒ / Ｒ１ ＝ Ｒ /
Ｒ２ꎬｂ＝Ｒ / Ｒ６ ＝Ｒ / Ｒ７ꎬｃ＝Ｒ４ / Ｒ３ꎬｄ＝Ｖｃ / Ｒ９ꎮ 在 Ｍｕｌｔｉｓｉｍ
电路仿真软件中创建图 ８ 所示电路ꎬ当 ａ ＝ １ꎬｂ ＝
０.５ꎬｃ＝ １２ 时ꎬ对应电路元件值设置为 Ｃ ＝ １０ ｎＦꎬＲ ＝
１０ ｋΩꎬＲ１ ＝Ｒ２ ＝ １００ ｋΩꎬＲ６ ＝ Ｒ７ ＝ ２００ ｋΩꎬＲ５ ＝ Ｒ９ ＝
１００ ｋΩꎬＲ４ ＝ １０ ｋΩꎬＲ３ ＝ ０.９ ｋΩꎮ 当 ｄ ＝ ０.３ 和 ｄ ＝
１.２ 时ꎬ调节 Ｖｃ 值分别为 ０.３３ Ｖ 和 １.３ Ｖꎬ仿真结果

分别如图 ９(ａ)和图 ９(ｂ)所示ꎮ

图 ８　 系统电路原理图

５６
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图 ９　 Ｍｕｌｔｉｓｉｍ 仿真结果

４　 结论

本文针对一种具有无限多吸引子共存的三维连

续混沌新系统ꎬ进行理论分析ꎬＭＡＴＬＡＢ 数值计算

和电路设计仿真研究ꎮ 研究结果表明ꎬ该系统在不

同的系统参数下能够产生不同的多翼混沌吸引子ꎬ
具有丰富的动力学特性ꎮ 特别是在固定系统参数

下ꎬ通过改变初始值ꎬ该系统能够产生无限多吸引子

共存的超多稳定性动力学行为ꎮ 通过设计模拟电

路ꎬ用 Ｍｕｌｔｉｓｉｍ 得到新系统的一种混沌吸引子和一

种周期吸引子ꎬ从而证实了系统的可实现性ꎮ 如此

超多稳定性混沌系统ꎬ在保密通信中具有较高的应

用价值ꎮ
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